10.3.1 Primitivni funkce

Predpoklady: 10204

V predchozi kapitole jsme k funkcim hledali jejich dade. Napiklad k funkciy = x® jsme
nasdli funkci y =3x2. Rikali jsme, Ze funkcey =3x? je derivaci funkcey = x* (vychazeli
jsme od funkceF (x) = x* a ziskali jsme funkcF'(x) = f (x) =3x%).

= vztah ntizeme také obratit {ppomind& to zavathi inverznich funkci): mame funkci

f (x) =3x* a hledame funkcF (x), pro kterou je funkcef (x) =3x* derivaci. Zejmg plati

F (x) =x°, protozeF'(x) :(x3)' =3x*. Funkci F (x) fikdmeprimitivni funkce k funkci
f(x).

Nech’ jsou dany funkcé, f definované v oteleném intervalu. Jestlize pro
véechnaxJ plati F'(x) = f (x), fikame, Zéfunkce F je primitivni funkci
k funkci f v intervalu J.

PF. 1:  Najdi primitivni funkci k funkciy = 2x. Kolik takovych funkci existuje?

- Vime, Ze plati:(xz)' =2x = pro funkci y =2x je primitivni funkci funkcey = x*.

Existuje i dalSi primitivni funkce k funkcy =2x?

« Napady = x*+1. Owtime derivovémin(x2 +1)' =2x+0=X = y=x’+1je
primitivni funkce k funkciy = 2x.

« Néapady =x*-. Owiime derivovélnirr(x2 - n)' =2x+0=2X = y=x’-1Tje
primitivni funkce k funkciy = 2x.

= Ziejmeé kazda funkcey = x> +C je primitivni k funkci y = 2x.

Zderivujeme:(x2 +C)' =2x+0= .

K funkci y =2x existuje nekongé mnoho primitivnich funkci ve tvary = x* +C, kde

. COR.

Nejen, Ze vSechny funkcg= x> +C jsou primitivni k y = 2x, ale navic viechny primitivni
funkce k funkciy = 2x maji tvary = x*+C.

Je-li funkce F v intervalu J primitivni funkci k funkci f, pak kazda primitivni funkce
k funkci f je tvaru F(x)+C, kde COR.

Dikaz: Predpokladame, ZE aG jsou dw primitivni funkce kf v intervaluJ = plati:
F'(x)=G'(x) = f(x).

Zavedeme funkcH (x) = F (x) - G(X).



H'(x)=F'(x)-G'(x) = f (x)- f(x)=0 = H(x)=C (jina funkce se nezderivuje na nulu)
=F(x)-G(x) = F(x)=G(x)+C

Nekon&né mnozstvi primitivnich funkci, které se liSi ankstantu neniigkvapive:
Zname funkciy = 2x - derivaci primitivni funkce, kterou mame natit vime, jak se rni

hodnoty funkce, kterou hledame stoupneme si dosjfakého bodu (nagklad [0;0]) a
za’nemecervenou kivku kreslit ¢im vice vpravo kreslime, tim rychleji musi funkéstj.

Kdyz dokreslime zbytek funkce ziskame graf funkce x°.

Pri kresleni funkce mame pe¥dany kazdy pohyb tuzkou (funkoe=2x udava sklon

naseho kresleni v kazdém kp#rome pacatesniho bodu, kde jsme &ali kreslit = pokud
budeme z&inat v fiznych bodech ziskame stejniévky, ale fizné posunuté ve svislém s

- kiivky, které mizeme zapsat jakg = x* +C:



Nazvoslovi a zngeni:
« obecr: If(x)dsz(x)+C
o konkrétre: j 2xdx =x* +C

J' - integr&ni znak (po#statek sumy),f (x) - integrand,dx - integr&ni pron€nna,

C integr&ni konstanta
* hledani primitivni funkce integrovani (integrace) funkcef
nebo jinak:

. jf (x)dx - neuréity integral
» hledani primitivni funkce = vyp@t neutitého integralu

Primitivni funkce neni nic vzacného:
Ke kazdé funkci spoijité v intervaluJ existuje v tomto intervalu primitivni funkce.

= miZzeme zait hledat:

PE.2: Uréi [(x+2)adx.

: . o . . X (X)) _2x
- Hledame primitivni funkei k funkek = zrejme £ = zkusime > —?—x

primitivni funkce k 2= ziejmg 2x = zkusime(2x)' =2 =

2

jx+2dx=%+2x+c

stras® zdlouhavé, #ejmé¢ musime objevit vzorce pro vypet integrah

Pr. 3: Dopli tabulku neutitych integrai:

derivace (XZ)' = 2x (C) -0 (x) -1 (Xn)' —

integrace j2xdx:x2+C dex: jldx:jdx: jx“ dx =




- prvni i vzoresky jsou jasnégtvrty musime odvodit, protoze nemame z derivovaoing
' vzorec, ve kterém by vysledkem derivovani byl vyraiz

(x”) =nx"" = pri derivovani se mocnina sniZuje o jedar pfi integrovani se mocnina

- musi o jednu ztsit = pokus:J'xn dx = x™ +C. Owtime derivovénim(x“*l) =(n+1)x"

n+l

= ¢len (n+1) musime odstranit zkracenir jx” dx=>—+C
: n+1
derivace (xz)' = 2X (C) =0 (x) =1 (x”)' =nx"*
N Xn+1
integrace j2xdx=x2+C Ide=C jldx=jdx=x+C IX &=t

n#-1, x0(0;)

n+l

o , X : .
Pedagogicka poznamkaKonzultace vzorcej X" dx = +C se studenty je nutna, se

n+1
vzorcem maji problémy i velmi nadani studenti.

Podob#r jako u derivaci i u integralplati Wta pro sotet integrai:

Existuji-li v oteweném intervalu primitivni funkce k funkcimf,, f, ajsou-li
C,, C, libovolné konstanty, existuje primitivni funkcenkci

f (x)=cf,(x)+c,f,(x) aplati:
j[qfl(x) +czf2(x):|dx :CJ f,(x) dx+czj f(x)dx

PFr. 4. Vypocti:

a)j(x2—2x+3)dx b)j(x+2)2dx C) jxs%f_sdx
a) [ (x* - 2x+3)dx =[ x?dx- 2 xdx+ dxzxg— 2X—22+ 3<+C=X—33—x2+ 3+C

b) [(x+2)" dx =[x +4x+ 4dx = [ x> dx+ 4 xcx+ A{dx:§+ a¢+ &+C

: 5 3 _ 4 2 -1 4 2
' ©) ijgdx:jﬁdx+3jxdx—3jx‘2dx:X_+ X X =X 3¢
| X 4 "2 -1 4 2 x

H PiF. 5: Petakova:
strana 163/c¥ieni 81 a) c¢) d) g)

Shrnuti: Obracenym postupem k derivovani je integrovanidéthee funkci jejiz derivaci je
funkce, ze které vychazime.



